MAA11-Harjoituskoe

RATKAISUT

1. Osoita, ettd lauseet P <> Q sek&d —(P A—Q) A—(Q A—P) ovat loogisesti yhtapitavié.

”A” ”B”
PIQ =P | =Q| PoQ | -(PA=Q) | =(QAr=P) | ~(PA-Qr=(QAr—P) |A &
11 0o | © 1 1 1 1 1
1/o0] o0 1 0 0 1 0 1
o[1] 1 [ o0 0 1 0 0 1
0ojo] 1 1 1 1 1 1 1

Lauseiden valinen ekvivalenssi on tautologia, joten lauseet ovat loogisesti yhtapitavat.

2. Olkoon perusjoukkona tietty ihmisten joukko ja R(x, y): "x rakastaa y:td" avoin lause. Formalisoi
seuraavat lauseet

a) Jokainen ihminen rakastaa jotain ihmistéa
b) Jotain ihmist& rakastavat kaikki ihmiset
c) Jotkut ihmiset rakastavat toisiaan.

a) Vx3y:R(x,y) b) Ay vx:R(x,y) c¢) Ix3y:(R(X,y)AR(Y,X)).

3. Kirjoita todistus lauseelle ”Jos kokonaisluku n on pariton, niin myés n? on pariton”.

Oletus: n on pariton kokonaisluku
Viite: n® on pariton luku
Todistus:

Koska oletuksen mukaan n on pariton kokonaisluku, niin on olemassa kokonaisluku k, etta
n=2k+1. Talléin

n® = (2k +1)°
=(2k)?+2-2k-1+1*>  (muistikaaval)
=4k* +4k +1
=2(2k* +2k) +1, joka on pariton kokonaisluku silli 2k*+2k on kokonaisluku!



4. Todista lause vaaraksi tai oikeaksi.

a) Kahden erisuuren alkuluvun tulo on aina pariton.

b) Jos kahden positiivisen kokonaisluvun tulo on pariton, niin molemmat luvuista ovat myos
parittomia.

a) Lause on epétosi, silla esimerkiksi 2 ja 3 ovat alkulukuja, mutta 2-3 = 6 ja parillinen.

b) Lause on tosi

Oletus: Luvut a ja b positiivisia kokonaislukuja ja tulo ab on pariton.
Vaite: Molemmat luvut a ja b ovat parittomia lukuja.
Todistus:

Tehd&én vastaoletus: Ainakin toinen luvuista on parillinen. Olkoon se luku a.
Talléin on olemassa kokonaisluku n, ettd a = 2n.

Talléin lukujen tulo a-b = 2n-b, joka on parillinen kokonaisluku. Tdma on
ristiriita alkuperéiseen oletukseen néhden!

= Vastaoletus on vaara ja siten alkuperainen vaite on totta!

5. Muodosta lukujen 7056 ja 337500 alkutekijahajoitelmat ja maarita niistd lukujen suurin yhteinen tekija
ja pienin yhteinen monikerta.

7056 = 2-3528 337500 = 27-12500
= 2.2.1764 = 3.3.3-125-100
=2.2.2-882 =3.3.3.5.5.5.25.4
=2.2.2.2-441 =3.3.3.5.5.5.5.5.2.2
=2.2.2-2-7-63 =22.3".5°
=2.2.2.2.7.7.9
=2.2.2.2.7.7-3.3
=24.3%2.7°

syt(7056, 337500) = 2*-3* =36

pym(7056, 337500) = 2*-3*.5°.7% =66150000.



6. Kayttéden 9 ja 5 litran sankoja, pitdisi saaviin mitata jarvesta 12 litraa vettd. Laske Diofantoksen yhtalon

avulla, miten se voitaisiin tehdd helpoimmalla tavalla.

Olkoon x jay 9 ja 5 litran sankomaarat. Talloin saadaan Diofantoksen yhtélo

9x+5y=12.

Etsitaan syt(9,5): Jakojaénnokset yksinaan:
9=5-1+4 9_5=—
5=4-1+[1 = syt(9,5)=1 5-4=1
4=4.1

5-4=1
5-(9-5)=1

9-(-1)+5-2=1 ||-12
9-(-12)+5-24 =12

Yhtélon eras ratkaisu on x, =—-12 ja y, =24.

Kaikki ratkaisut ovat

Taulukoidaan ratkaisuja eri n:n arvoilla:

x:—12+n-%:—12+5n

y:24—n-%:24—9n

n x(91) y(B1) Mité ratkaisu tarkoittaa?
1 -12+5-(-1)=-17 | 24—-9-(-1) =33 | Lisatdan 5 | sangolla 33 kertaa ja otetaan pois 9 | sangolla 17
B kertaa
Lisatdan 5 | sangolla 24 kertaa ja otetaan pois 9 | sangolla 12
0 -12 24
kertaa
Lisataan 5 | sangolla 15 kertaa ja otetaan pois 9 | sangolla 7
1 -7 15
kertaa
5 P 5 Lisataan 5 | sangolla 6 kertaa ja otetaan pois 9 | sangolla 2
kertaa
3 3 3 Lisataan 9 | sangolla 3 kertaa ja otetaan pois 5 | sangolla 3
kertaa
Lisataan 9 | sangolla 8 kertaa ja otetaan pois 5 | sangolla 12
4 8 12 kertaa

Nyt n:n kasvaessa tai vastaavasti n:n pienentyessa negatiivisilla arvoilla sankomadrat kasvavat.
Nain ollen helpoimmalla pé&é&see tilanteessa n = 3.

Vastaus. Mitataan saaviin 3 kertaa 9 litran sangolla 27 litraa ja otetaan saavista pois 3 kolme kertaa 5 litran
sangolla 15 litraa. Ndin saaviin ja& 12 litraa.




7. Todista induktiolla seuraava ”’3:n kokonaislukupotenssien summakaava”:

PP 4143 -C D nez n>1
Todistus.
1) Alkuaskel: Osoitetaan, etta kaava patee, kun n=1.
3 3(3' -1
2
3_32
2
3=3 tosil
2) Induktioaskel:
Induktio-oletus: Oletetaan, ettd 3" +3* +3* +...+3" = ECi] pétee mielivaltaisellane Z, n>1.
Induktiovaite: Kaava péatee seuraavallakin kokonaisluvulla n+1.
Induktiovaitteen todistus:
3 4+32 434,43 + 3" = @ +23m

INDUKTIO-OLETUS! | S—
INDUKTIO-OLETUS!

33"-1) 2.3
T2 T3
3.3'-342.3™
2
3™ _342.3™
B 2
- 3.3M-3
2
33" -1)

tosi!

1) ja 2) tosi = vdite todistettu!




8. Mika on jakojdannos, kun luku 18° +12' jaetaan luvulla 11? Ratkaise valivaiheineen kayttamatta
laskinta.

Tarkastellaan kongruentteja lukuja modulo 11.

18 =7 (mod11)
12=1(mod11)

182412 = 7241 (mod 11)

49+1 (mod 11)

50 (mod 11)

6 (mod 11) Vastaus. Jakojaannoés on 6.



